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NOTA II. 
Ibidem, s. 4, vol. IV,, 1888,; pp. 107-115 (*). 


1. In una Nota che ebbi l’onore di presentare recentemente, ho esposto 
i fondamenti della estensione della teoria di RIEMANN. Nella presente mi 
propongo di stabilire la teoria delle caratteristiche relativa alle funzioni colle- 


gate nel senso riemanniano. 
Dalle formule (6) trovate nella Nota citata si ricava 


(1) Ddr +D,dy +D, ds = 2525, (D, da + Di dy + D, de) 


‘L’espressione differenziale lineare D, dx + D, dy + D, dz gode quindi di una 
proprietà invariantiva. 
Distingueremo due casi: quello cioè in cui 


(2) D,dx +D,dy+D,dz=0 


è integrabile, dal caso in cui non è integrabile. 


1° CASO — 2. Nella ipotesi della (2) integrabile avremo 


(3) D, dx + D, dy + D, de = Xdu. 
Abbiasi una funzione ® air da linee e supponiamo che sia 
d® 
W D: gg a taea +76 7° 
Poniamo 
SIRIO dt chi PIO 
rr siena AORA7" 0” alianti ANNIE T? | 
| 


avremo s | 


wapi wH r° =O, 


quindi (vedi: Sopra le funz. dip. da linee, Art. III, § 1) si potrà trovare una fun- 
zione 0 la quale soddisfa alle condizioni 


d(0, 4) _ x dO, y) d0, u) _ 
(5) ri e” Var SATO CR a i 


Le funzioni 0 e u rimangono inalterate eseguendo un cambiamento di 
variabili. Se sopra una superficie o sarà 4®/do = 0, nei tratti di essa ove 
u non è costante potremo prendere 0 = o. (Vedi: Sopra le funz. dip. da 
linee, Art. III, $ 2, 4). 


(*) Presentata dal Socio U. DINI. 
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3. Ricaviamo prima di tutto dalle formule precedenti un teorema ana- 
logo a quello di GREEN. A tal fine consideriamo due funzioni ®, e ®, dipen- 
denti da linee le quali soddisfino alla condizione (4). Esisteranno due funzioni 
0, e 0, tali che 


a e Ea Ma EE, ld PE i da, 190 du gu 
| dy əs əz di abadiai, dy əz de y ° dI, 2) 
dn de Wu  d0 wW dd 40 
Scala ri ao Mpa are FU 775 
| Me e 00. du 90 du ___ __d®a 
‘\ da ay 3y dx z d(&,9) dx y 3y dx TC PT 4). 


Essendo noto il u, potremo limitarci a considerare una porzione di 
spazio T entro il quale, comunque siano @; , X: ; Pr j ® ; X2» P2; purché mono- 
drome, finite e continue, le (6,) e (6,) si possano soddisfare mediante delle 
funzioni 0, e 0, pure monodrome finite e continue. 

Dando alle E;, lo stesso significato. attribuito loro nella Noni prece- 
dente, avremo: 


E22 — E. + pe yi E I Y2 
(7) Ho, o, = fee PE ph es (prae E paate) + fsa Xa Ne. 
I 
PI SH eee Sr p (e ie 20: q (Ene Ese 90: 
À D: dx Di 3y D: əz 
— I |(Enx— Enp: Sia (net) a E33 x: — E32 pr 302) 
TA Di dx Di ay, . Da EA 


Se lo spazio limitato dal contorno o fa parte di quello T in cui si con- 
siderano ®, e ®,, si ottiene facilmente dalle formule precedenti, mediante 
integrazione per parti, denotando con x la normale a o diretta verso l'esterno 


di S, 
(A) | [a Ho, 0,4S 
S 


= fo, |En EE cos na | elet dos ny + PARER cosns | do 
I I 


Di 


-fopap 3 (ege) + g (falzian) | 


E — a E2 AAN 
wi me Broen cos nx + Boe E22 p2 cos ny + Ene Een cos ne | do 


pr E13 xa — Era pa i ‘9 E23 X2 — Ea2 p2 E33 xa — E23 p2 
| Di EES D: REA D: ){dS. 


Queste formule ci forniscono evidentemente il teorema analogo a quello 
di GREEN. 
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x 


Altre formule che è utile stabilire sono le seguenti 


O A A Y aeti lepri ES Palla 

Dd T D: VARICI: HI D2 pr, Dir SH, D; Or, Yi 

II I A 202 202 202 fed I ~ 20r 20: 
= la tE te gll hy 1 Pa sel 


da cui si deduce, mediante integrazioni per parti, 
(B) Peno 4,09 = mi (©, cos nx + y: cos ny + p, cos nz) do a de de 


d: g 


N (©, cos nx + y. COS NY + pa E i 


4. Possiamo dare subito una applicazione della formula (A) dimostrando 


il seguente teorema: 
Se la funzione reale Y, dipendente da linee, soddisfa alle condizioni 


i dE dY g dY d'F 
| La dad) 3 anA IN hi dg zes | 
dx Di cy D2 
| dY dY 
O ti ALe das) a Da |_ : 
oz D; 
D d'E dY 


| ba i aA Digg Su 


e si conoscono i valori di Y corrispondenti a tutte le linee del contorno c del 
campo S (entro il quale à conserva sempre lo stesso segno e che è interno a T), 
la Y è completamente determinata per tutte le linee chiuse del campo S. 

Infatti supponiamo che esistano due funzioni Y" e ¥” le quali soddi- 
sfino alle condizioni poste; anche la loro differenza Y" dovrà soddisfare 
alle condizioni (C) ed inoltre essa dovrà avere corrispondentemente alle linee 
del contorno un valore nullo. Applichiamo ora la formula (A) prendendo, 
©. 0, = Y"; si avrà 

[a Hyw yen dS 
$ 


=f o euie COS nx pF Ee 008 ny p cos nz! do. 


Ma al contorno e si ha 4'Y""/do=0, quindi (vedi $ 2) potremo prendere 
0, =o lungo o, nei tratti in cui y non è costante, mentre negli altri tratti 
avremo 


: è _ MW, ww, 
(8) COS NX : COS NY : cos nz = z> : dy az 


perciò la equazione precedente diverrà 


[aHyn yr dS =0 
$ 
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da cui risulta Hyr y: = 0 e quindi ¥” costante (vedi Nota prec., $ 6). La 
Y” dovendo esser nulla al contorno, sarà sempre nulla e perciò Y{=Y". 
Basterà dunque conoscere i valori corrispondenti alle linee del contorno di S 
della parte reale o della parte immaginaria di una funzione collegata alla F nel 
senso riemanniano, perché la funzione stessa sia nota. 
Il teorema precedente può dimostrarsi anche applicando la (B) e suppo- 
nendo in essa ®, + :®, collegata ad F nel senso riemanniano. 


5. Riprendiamo la formula (6) e poniamo ®, + ®, = ®. Avremo: 


= + fxHoo dS = Z [xHoo, dS + | aHa, + + /AHo,0, dS. 
$ Rat $ S 


Supponendo ®, nullo per tutte le linee del contorno c, potremo assumere 
0, = o lungo c ove u non è costante, mentre negli altri tratti ove u = cost., 
avremo soddisfatte le (8), onde applicando la (A) otterremo 


En + |Ha, dS + +], dS Th E Di Era z) 


d E23 PL ae E22 pr E33 P E San E32 Pr Ì 
ta 3y ( Di I dz z D: Ji d5. 

La condizione necessaria e sufficiente affinché I risulti massimo o minimo, 
per dati valori di ® corrispondenti alle linee del contorno, e supponendo X 
sempre dello stesso segno in S, sarà quindi data da 


9 E:3 x — ErP ` d E23 X — E22 p E33 x% — E32 ọ tubi, 
(9) sl Di V+3( Di )+=( Di )=0 


e si avrà per I un minimo od un massimo secondoché à sarà positivo o nega- 
tivo. 

Dall’esser soddisfatta la (9) insieme alla (4) segue (vedi Nota prec., $ 7) 
che esisterà una funzione ®' tale che ® + :®' sarà collegata alla F nel 
senso riemanniano. È palese l'analogia fra le presenti considerazioni e quelle 
su cui si basa il così detto principio di Riemann-Dirichiet. 


6. Se ®, + #®, è collegato ad F nel senso riemanniano, esisteranno le due 
funzioni 0, e 0, (vedi $ 2) le quali soddisfano le equazioni (5). 

Troviamo ora quali relazioni sussistono fra queste funzioni. Tenendo 
conto delle equazioni (A,) della Nota prec., $ 4, avremo 


| 0: 0: 302 302 
DA Lo t er h E, e 


3 dy 2 dz II "g 
90: 0: 3202 302 202 
(10) Dir Diy ~En tEn gy T Ea ar 
0: 0: 302 202 202 
s gy. D, 3y En t Ea py tia: 
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come pure le equazioni equivalenti 


202 202 0: 20r 09: 
DaT Aa, te mattea Eaton 

002 202 cd: 0: 00: 
D,D = — (E.. SERE E ) 

302 302 30: 2r 20: \ 
Driant — (Ex ai t ba ble a ) 


Le due funzioni 6, e 6, debbono dunque soddisfare ad una stessa equa- 
zione differenziale che è la seguente 


D) Pri ELIO a ep a 


2 
ə [1 20 20 20 
tarla (Ea as + Ea gy +En3r)| =O 
e lungo una superficie qualunque øo, per la quale il quadrato dell’elemento 


lineare è ds? = Edu? + 2 Fdu dv + Gdv, dovrà aversi (vedi: Sopra le funz. 
dip. da linee, Art. III, $ 3) 


dð: _ I d (0: u) dba _ I d (021) 
do YEG F dv) ’ da Ve FAM) 
7, Le 
ANE: i H CT 
PAIN TC PIRA: Ve 7730” VINOE È LORA aT 
2_00d0Fa È o llaFa J G dF. 
fa TAG ER eo ded: 


soddisfano anche esse alle condizioni (vedi Nota prec., $ 4) 


bee k r E P TE 
D, 2.+Digit Drm ii Drp Digi Dino; 
quindi potremo porre 
d (tı, d (ti, d (ti, 
(11) A Ae | Ere Fo lo E, Tifa 
| Aa DER, VE y.. 
(9 32) d (2,4) d(x,y) 


Se ne deduce 


D ____ (h,k) Op D Z,h, y) ou D — ita) u, 
oh Pie ph RE AE To ° fe PERE) DA DA 3 d(a,y,z) 92° 
Ì ine Eten) 
vr d(xX,y,2) 


Eseguiamo un cambiamento di variabili e prendiamo invece di x,y, 


un sistema di variabili x’, y', z, tali che a°=4 , y=%,, 2'= u. Avremo 
E,;=1 ,, Ex I, E,3=0 ; En = 0, Enp olen =O 


D =. "3 Da0 $ D, = — I 
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e le equazioni (10) diverranno 


00: ____ 90. 00: __ 90. 
gp ROIO N a. 
Ne segue che 
(12) 0, +0, = G (t; + iż , u). 


Nell’Art. III, $ 5 della Nota: Sopra le funz. dip. da linee, abbiamo 
dimostrato che se sono soddisfatte le (6,) (6.) (11) si ha 


KE cos nx + gq, cos ny + r, cos nz) do = fe, du 
o L 
| cos nx + g, cos ny + 7, cos #2) do = ftsdy 
5 L 


o 


[@, cos nx + y; COS NY + P, cos 72) do = f9, du 
o L 


fë. cos nx + ya Cos ny + p cos nz) de = fo, du 
o È 


essendo L la linea contorno della superficie o. 
Ne segue che 


F|[L}|=f@+4)4n , ®|[L]|=f0:+#0,)du; 
L L 


e reciprocamente, se ie funzioni complesse F e ® dipendenti da linee saranno 
ottenute colle formule precedenti da #, + #4, e 0, + #0., legate dalla (12), 
esse saranno collegate fra loro nel senso riemanniano. . 

Si ha dunque il modo di costruire le funzioni complesse di linee collegate 
fra loro nel senso riemanniano nel caso in cui la (2) sia integrabile. Basta 
perciò prendere tre funzioni finite continue e monodrome ź, , 4, u di x,y,z, 
tali che 4(f,,4,w)/4(a,y,2)= o e quindi una funzione finita continua e 
monodroma G (6, u) di &=7,+-7, e di u. Presa una linea qualunque L e posto 


FJL] = fde, ©®|[L}|=fGu 
L L 
avremo che F e ® saranno collegate fra loro nel senso riemanniano. 


2° CASO. — Consideriamo ora il caso in cui la (2) non sia integrabile. 
Adottando le solite notazioni, relativamente alle due funzioni F e ® collegate 
fra loro nel senso riemanniano, si determinino ©, e @, in modo che siano 
soddisfatte le equazioni: 


f 2 a a 202 202 ~ 
jer II mn TEOR E + D; s — D, $ = kð, 


(13) fe: gig p #E, pes + D} fga us pp Åp 


E Ep 
pg dr js E Sa E CpI D Q2 D Q2 e $ 
\ E, da e re 33 ds. +D; dy UA as Pr» 
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in cui £ è una funzione che lasceremo per ora indeterminata. Supporremo 
di rimanere entro un campo T in cui le equazioni precedenti possono essere 
soddisfatte da funzioni ©; , 9, monodrome, finite e continue, comunque siano 
È, ©, Xr» P: purché anche esse monodrome, finite e continue. A cagione delle 
relazioni (3) e (B,) (vedi Nota I) avremo che, delle equazioni precedenti, una 
risulta conseguenza delle altre due. Da esse si ricava, tenendo conto delle 
formule (A,), (3), (4°) della Nota I, 


da ca pD en p 
E; nar, TA En- + Dy e EPA HA D, wr + D, ia ka, 
age: E n E CCL dale D; ui D, ai pnt È, 
(132) + 22 3y F 23 de + a 
ii Se dpa dpr dgr _ 
\ E,, + Es + Bega a 3z D, dy st D; dx oe kpi: 


Moltiplicando le (13,) per 7 e sommandole colle (13,), posto ọ, + #9, = ọ e 
denotando con ', g',r' i valori coniugati di f ,g,7, avremo con un cal- 
colo facile: 


,0 q È) 19 © 
Piras ded nie rici 
Se ora eseguiamo un cambiamento di variabili e passiamo dalle x, y , z alle 
x',y',2", si dimostra senza difficoltà che basterà prender £ in modo che 
k(X',y,8)=k(x,y,2)d(x,y,2)d(x',y',z") affinché colle stesse p, e Qa 
le (13,) e (13,) valgano qualunque siano le coordinate x , y , z. 

Abbiasi ora un’altra funzione ®= ®;, + ©, collegata alle precedenti 
nel senso riemanniano e a cui corrispondono ®©; , %1, 0: } ®©z, Y2, P2 e le fun- 
zioni ;, 2, tali che fra esse passino le relazioni analoghe alle (13,) e (132). 

Formiamo 
da 
Wir, XI 


I x: 0: I {pò 
A ‘sin ze =Z _—_—& 
Hoo’ AA Di | Xi r fi Jie fi , Or N “A 
E22 pi p; sei E23 (pi % + LA X1) + E33 Xi vi 
p 


E33 ©r ©, — E3: (@1 pP; + ©, P1) + Err P1P; 
D; 


a Ex Xi x E12 (Xi I + Xi ©1) + E22 © ©, 


Tp, 2 
n è . D; 
Si otterrà facilmente 


(14), H= [a+ t e ea + el 
Pi Xa + Si E: p + ae ©, + È Xe it îy, olih: 


lén, Dl Š 

Moltiplicando la (14) per fe ed estendendo la Cilea ad un campo 
S, interno a T, entro il quale le funzioni che compariscono non hanno alcuna 
singolarità, otterremo, mediante integrazione per Resti 


ay famas= fho o, h)a (+ n) 
o 
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in cui le derivazioni rispetto a o sono eseguite in modo che la normale sia 
diretta verso l’esterno di S. In particolare, prendendo ©, =@; , X:=%:) f1="f1, 
avremo H = O (vedi Nota I, $ 5); onde 


(16) lieta Se Ry Q2 T) do. 


11. Dalle (14) si deduce facilmente la espressione di H per mezzo di 
P15 Pa > P1 2, che denoteremo con H (9, , 92, 91» 92), e quella di © mediante 
Ọ:, € ®,, che si indicherà con O (g;, %.). 

Si ponga 


P@ri=Eo[p (et | 


essendo la somma del 2° membro costituita da tre termini che si ottengono 
ruotando. Le equazioni a cui dovranno soddisfare ©, e ọ, saranno 


(17) l(p,9)=0 Lp, —-9)=0. 

Reciprocamente, se 9, e 9, soddisfaranno alle equazioni precedenti, le 
©, Xr P1; © Ya p2 dedotte dalle (13,), e (13a) verificheranno le condizioni 
(E) della Nota I. 

Le (17) dipendono da un problema di calcolo delle variazioni. Infatti 
si consideri 


I = (40 (0., a) dS 
$ 
e si formi 


I, = $ (40 (o, + 4, 9. + HLS =E f 40 (Q, 9a) dS + E f 2O Ch, 4) 45 
$ $ s8 
+fAH (0.10. 0,4) 48. 
S 


Supponendo y, e}, nulli al contorno, avremo mediante integrazioni per parti 


=1f40 (0:10) S+ $ f kO Gha pa) dS — f QT (0119) H 4 Dl, — 9) dS. 
S S S 


Quindi (supponendo Å sempre dello stesso segno) affinché sia I massimo 
o minimo, per dati valori al contorno di ọ, e @,, bisognerà che siano soddi- 
sfatte le equazioni (17). Dalle formule precedenti si deduce pure facilmente 
che dati i valori di ọ, e ọ, al contorno del campo S, le funzioni stesse sono 
determinate dalle condizioni (17). 


12. Riprendiamo la formula (15) e supponiamo # sempre dello stesso 
segno entro tutto il campo S. Se esistessero due funzioni complesse di linee 
®' e $” collegate ad F nel senso riemanniano e che per le linee del contorno 
di S avessero gli stessi valori, posto ® —®"” = ® risulterebbe lungo 


È sb T + sa , quindi per la (15) si avrebbe © = 0 e perciò ® 


sarebbe nullo per tutte le linee del campo S. Se ne conclude che i valori 
al contorno di S di una funzione ® collegata ad F nel senso riemanniano 
definiscono completamente la funzione. 


c;jo= 
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